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RÉSUMÉ. Nous étudions dans cet article quelques propriétés des 
feuilletages (transversalement) kâhleriens sur une variété compacte 
lorsque la forme de Ricci transverse est "suffisamment" négative. 
Nous établissons plus préscisément que l'algèbre de Lie du pseudo- 
groupe d'holonomie est semi-simple. Ceci fournit un critère qui 
assure que les feuilles d'un feuilletage liolomorphe â classe cano- 
nique numériquement triviale sont fermées. 

Abstract. This paper is concerned with (tranversally) Kâhler 
foliations. We proved here that the holonomy pseudo-group's lie 
algebra is semi-simple under negativity assumptions of the trans- 
verse Ricci tensor. As a conséquence, we obtain that the leaves of 
holomorphic foliations with trivial canonical class are closed sub- 
manifolds. 



Notations et rappels 

Soit M une variété connexe munie d'un feuilletage régulier de 
classe C°°. 

Désignons respectivement par TM, TjF, z/jF le fibré tangent de M, le 
fibré tangent et normal du feuilletage (identifié â un supplémentaire de 
TJF) et par Te M, TcJF, z/cJF leurs complexifiés respectifs. 

On obtient ainsi une décomposition du fibré en algèbre extérieure 

AT^M = A'^'^T^M 

r+s=i 

OU K'^'T^M = AV^J^ ® A'T^J" pour tout entier i. 

Relativement à cette bigraduation, on constate que la différentielle 
d s'écrit comme somme d' opérateurs di^o, c/q,! et d2-i de bidegrés res- 
pectifs (1, 0), (0, 1) et (2, -1). 
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Rappelons qu'une forme différentielle uj G (^'(M) := r(A*TcM) est 
dite basique si elle vérifie 

ixOJ — ixduj — 

pour tout champ de vecteur X tangent au feuilletage. Cette propriété 
est évidemment compatible avec le produit extérieur et la différen- 
tiation, de sorte que l'espace fl*{M/J^) des formes basiques apparaît 
comme un sous-complexe du complexe de de Rham usuel . Son homo- 
logie H*{M/T) est appelée cohomologie basique de 

Par la suite, on s'intéressera aux cas des feuilletages transversalement 
holomorphe. Dans cette situation, J- est défini par un cocycle feuilleté 
{Ui, fi, 7jj}, où (Ui) est un recouvrement ouvert de M, : Ui ^ S une 
submersion au dessus d'une variété holomorphe transverse ^S" de dimen- 
sion complexe n et jij un biholomorphisme local tel que sur Ui fl Uj, 
on ait fi = jij o fj. 

Le fibré admet une structure complexe naturelle hérité de celle défi- 
nie sur l'espace tangent de M. Cette structure induit, avec les notations 
usuelles, une décomposition en sous-espaces propres sur le complexifié 
de 

et détermine ainsi un scindage du fibré A^u^T sous la forme 

p+q=r 

où N*J^''i = KPN*T^'^ (g) K'iN*T^'^. 

Comme dans le cas ordinaire, di^Q se décompose comme somme de 
deux opérateurs di^ — d + d tels que 

et 

Dans l'espace des formes basiques, la bigraduation précédente de- 
vient 



p+q=r 
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avec nP'i{M/r) = fi"(M/J^) n r(iV*J^P'^). 

Soit JF transversalement holomorphe ; on dira que JF est hermitien 
s'il existe sur uj^ une métrique hermitienne g invariante par holonomie. 
Soit n la codimension complexe de JF. Il est établi dans (voir [8j) qu'on 
a, lorsque la varité ambiante M est compacte, l'alternative suivante : 

a) iJ2n(jvf/jr) = {0} 
ou 

b) H'^''{M/T) = C. 

Un feuilletage admettant la propriété b) est dit homologiquement 
orientable. Dans ce cas, la classe (en cohomologie basique)de la forme 
volume transverse induite par g est un générateur de H^"'{M/ J^) 

Soit (JF, g) un feuilletage hermitien. Dans un système de coordonnées 
holomorphes z = {zi, Zn) qui paramétre l'espace local des feuilles, la 
métrique transverse s'écrit 

g = '^gij{z)dzidz] 

avec les conditions gij = 'gjî; Par analogie au cas usuel, on peut lui 
associer sa forme fondamentale f] et sa forme (ou courbure) de Ricci p. 
On a ï7,p G fi^'^(M/jF) et localement : 

V = ^ gijdzi A dz] 

p = -V^/nddLog{7]'''/\dzi A ... A dz^]"^) 
Nous serons par la suite amené à considérer l'opérateur 

attaché â la métrique g ainsi que les laplaciens basiques associés, ô = 
dd* + d*d et similairement Ag, Aq (pour une définition précise, le lec- 
teur pourra par exemple consulter [6] ou [7]). 

On focalisera notre attention sur les feuilletages kàhleriens, c'est- â 
dire les feuilletages hermitiens tels que la forme fondamentale r] est 
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fermée. Dans cette situation, on a, comme dans le cas classique les re- 
lations A = 2Aa = 2Aq. 

Désignons par & des germes de transformations infinitésimales de JF, 
par le sous-faisceau T des germes champs de vecteurs tangents à et 
par S := (5/X le faisceau des germes de champs basiques. 
Soit JF un feuilletage hermitien (ou plus généralement riemannien) sur 
M compacte. On note C son faisceau transverse central. Rappelons qu'il 
s'agit d'un sous-faisceau localement constant de S d'algèbres de Lie de 
dimension finie, introduit par Molino ([13j) et dont les sections locales 
sont des champs de Killing pour la métrique transverse g. 

Les orbites de ces champs décrivent l'adhérence des feuilles de J-' au 
sens suivant : chaque point m ^ M admet un voisinage ouvert V tel 
que la restriction C\v soit un faisceau constant et tel que l'orbite de m 
(plus exactement sa projection sur l'espace des feuilles local V/J-') soit 
ouverte dans(la projection de) l'adhérence de la feuille passant par m. 

Ces germes de champs de Killing peuvent être caractérisés comme 
suit : les éléments du pseudo-groupe d'holonomie suffisamment proches 
de l'identité sont ceux de la forme exp ^ où ^ est une section locale de 
C ; ce faisceau d'algèbre de Lie confère ainsi au pseudo-groupe d'holono- 
mie une structure de pseudo-goupe de Lie ([13], appendice d'E. Salem). 

En particulier, lorsqu'on a affaire à un feuilletage hermitien, ces 
champs sont des parties réelles de champs holomorphes. En d'autres 
termes, si X désigne un tel champ de Killing, on peut écrire X — iJX 
sous la forme 



dans un système de coordonnés transverses holomorphes z = (2:1, z„), 
les ai étant holomorphes. 

On peut facilement identifier le faisceau C sur l'exemple suivant. 
Soit {Mi, gi) i = 1,2 deux variétés hermitiennes complètes. Considérons 
alors la variété hermitienne Mi x M2 munie de la métrique produit et 
supposons qu'il existe un sous-goupe F d'isométries holomorphes dont 
l'action est diagonale, libre, discrète et cocompacte. La variété quo- 
tient Ml X M2/T est alors munie de deux feuilletages holomorphes en 
position transverse correspondant aux facteurs Mj i = 1,2 (respecti- 
vement horizontal et vertical). Prenons par exemple le cas du feuille- 
tage horizontal JF ; l'action de F étant diagonale, on peut étudier sa 
projection F2 sur le second facteur M2. Remarquons que F2 n'est pas 
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nécessairement fermé dans le groupe des isométries Isom{M2) de M2, 
en revanche, son adhérence est un groupe de Lie dont l'algèbre de Lie 
Co est formée de champs de Killing (pour la métrique §2). Le faisceau 
transverse central associé â n'est alors rien d'autre que C = 7r,,(Co) 
ou TT : Ml X M2 — ^ Ml X M2/T désigne l'application de revêtement. 

Concluons cette section par une dernière définition. 

Soit un feuilletage transversalement holomorphe. Une (1, 1) forme 
réelle basique ^ sera dite semi- négative si pour toute section v de 
A^JF^'", y/^^{v A îJ) < et quasi-négative s'il existe de plus v tel que 



\/^C,{vAv) soit strictement négative en au moins un point de M. Nous 

retrouvons bien sûr la définition habituelle lorsque est de dimension 
nulle ! 



1. Présentation des résultats et commentaires 

Sauf mention du contraire, (JF, g) désignera dorénavant un feuilletage 
kâhlerien sur une variété M compacte ; g est la métrique kahlerienne 
transverse et on note respectivement 77 et p sa forme fondamentale et 
sa forme de Ricci. 

Théorème 1.1-Supposons que {T,g) est homologiquement orien- 
table et que de plus la courbure de Ricci p est cohomologue (dans 
Vl?{M/T)) à une (1,1) forme basique quasi-négative; alors le faisceau 
transverse central C est un faisceau en algèbres de Lie semi-simples. 

Ce théorème est en fait un avatar feuilleté du résultat suivant obtenu 
par Nadel : 

Théorème 1.2 ([14J) Soit M une variété complexe compacte et 
connexe dont le fibré canonique est ample. Alors la composante neutre 
du groupe d'automorphismes Aut{M)) de son revêtement universel M 
est semi-simple. 

Tel qu'il est articulé, cet énoncé sous-entend que Aut{M)) est muni 
d'une structure de groupe de Lie. C'est effectivement vrai et ceci ré- 
sulte du fait qu'il agit par isométries sur M pour la métrique Kâhler 
Einstein relevée. Dans ce contexte, la courbure de Ricci est strictement 
négative et ceci précise les liens avec notre travail. Si Aut^{M)) est 
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susceptible d'être riche, a contrario, les automorphismes de M sont en 
nombre fini, phénomènes bien connus lorque M est une surface de Rie- 
mann de genre supérieur ou égal à deux. 

En fait, ces deux propriétés, â priori antagonistes sont toutes les 
deux des conséquences des formules de Weitzenbôck-Bochner jointes à 
un lemme élémentaire mais fondamental de Nadel {loc.cit) concernant 
les algèbres de Lie abéliennes de champs de Killing et ces techniques 
s'adaptent parfaitement à la situation qui est la nôtre. 
Signalons que l'utilisation nous faisons du principe de Bochner est très 
similaire à celle de Wu et Zheng dans [E] ( voir aussi [9]). Chez Nadel 
{loc.cit) cet argument est seulement mentionné et ce dernier fait plutôt 
usage de la stabilité du fibré tangent. 

On obtient une formulation plus précise du théorème 1.1 en le spé- 
cialisant à la classe de feuilletages présentée ci-dessous. 

Soit M une variét'e kâhlerienne compacte munie d'un feuilletage holo- 
morphe régulier T. Notons respectivement Tjr et Njr les fibrés tangent 
et normal de T munis de leur structure holomorphe usuelle. Supposons 
de plus que là classe canonique de TjF est numériquement triviale, i.e : 

Ci(T^) = 

Dans [E] est donnée une description assez précise de tels feuilletages 
en codimension 1. En codimension quelconque, nous obtenons ici le 

Théorème 1.3 Soit !F un feuilletage holomorphe régulier comme ci- 
dessus. On suppose en outre que ci{Njr) est représentée par une (1, 1) 
forme fermée semi-négative et vérifie Ci(M)" ^ ; alors, â revêtement 
fini prés, T est une fibration localement triviale au dessus d'une variété 
V à première classe de Chern quasi-négative ( en particulier, les feuilles 
de T sont fermées). 

Corollaire 1.1 Sous les hypothèses du théorème 1.2, T coïncide avec 
la fibration de d'Itaka-Kodaira de M. 

Théorème 1.4 Soit T un feuilletage holomorphe régulier de codi- 
mension n < 2 à classe canonique numériquement triviale sur M kàh- 
ler compacte. On suppose en outre que Ci{Njr) est représentée par une 
(1,1) forme fermée semi-négative ; alors il existe un feuilletage holo- 
morphe G de contenant T et tel que Ci{NÇ) = ci{NT) et les feuilles 
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de G soient fermées. 

Nous conjecturons que cet énoncé reste valide en laissant tomber 
l'hypothèse sur la codimension. Comme nous le rappelons en section 
4, c'est effectivement le cas quand est défini par l'action localement 
libre d'un groupe de Lie complexe et ceci résulte simplement des tra- 
vaux de Lieberman ([H]) relatifs au groupes d'automorphismes des 
variétés kâhleriennes. 

En dehors des ingrédients déjà mentionnés, la démonstration du 
théorème 1.1 passe par l'obtention d'un lemme dd'^ pour les courants 
basiques. C'est l'objet de la section qui suit. 



Soit JF un feuilletage de dimension n sur une variété M orientée de 
dimension (réelle) A^. 

On notera FJF le C°°(M) module des champs de vecteurs sur M 
tangent à JF et on désignera par fi* (M) (ou simplement fi* (M) quand 
M est compacte) le complexe des formes différentielles sur M à valeurs 
complexes et à support compact. 

Un courant T G fic(M)' de degré r est dit basique si, pour tout 
X e rjF, ixT = et LxT = 0, le produit intérieur ix et la dérivée de 
Lie Lx d'un r courant T étant définis par dualité comme suit : 

Pour tout champ de vecteurs X sur M et pour toute forme a G 



On notera C^(M) le complexe des courants basiques sur M. 
Une r forme t] définit un courant de degré r, dit régulier par la 
formule habituelle 



JM 

OÙ a est une N — r forme â support compact. 

On peut vérifier ([Ij) que est basique si et seulement si rj est ba- 
sique. 



2. Courants basiques 




(M)', 



{ixT,a) = {-lY{T,ixa) 



{LxT,a) = i-lY{T,Lxa). 
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Quand T est transversalement holomorphe de codimension complexe 
r = '^^y^, un courant basique sera dit par ailleurs de bidegré {p,q) s'il 
appartient au dual topologique de r(A^*J^'"~P''^~^ ® A"Tj^J^) n ^^*(M). 
On note C^^(M) l'ensemble de tels courants. On obtient ainsi une dé- 
composition des courants basiques de degré r, 

p+q=r 

et un double complexe 

{C*/{M),d,d), 

Les opérateurs d et d s'étendent aux courants basiques comme suit : 
si T G C^(M), on pose pour tout u G Q^-''{M) 

{dT,co) = {-lY^\T,dco) 

et 

(dT,co) = i-lY^\T,dco) 

Le cadre considéré à partir de maintenant est celui d'une variété 
compacte M munie d'un feuilletage kàhlérien de dimension p et de 
codimension complexe n. nous supposerons en outre que JF est homo- 
logiquement orientable. Cette dernière condition implique, suivant un 
résultat de Xosé Masa ([12]), que JF est minimalisable. Ceci revient à 
dire qu'il existe sur M une métrique riemannienne g dont le volume 
sur les feuilles est la restriction d'une forme x ^ ^^{M) relativement 
fermée : 

pour tous champs de vecteurs Xi, Xp^i tels que G r(TjF),z = 
1, p, on a 

=0. 

On choisira par la suite g de telle sorte que la métrique induite sur 
î/jF soit précisément g. 

L'opérateur * est alors relié a l'opérateur * ordinaire (associé à g) par 
la formule 



(2.1) *u = *u Ax 

Pour toute forme a,/? G Q^{M/J^), on obtient donc que 
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a A */? A X 



Jm 

où pour tout ^,r] E fi"* (M), {^,ri) = Jj^jÇ, A *rj est le produit scalaire 
hermitien induit par g sur fi* (M). 



Compte-tenu de la relation (2.1), on a par ailleurs que pour tout 
u G Vr{M/J^) et pour tout ^ G fi^-^(M), 



ce qui permet d'expliciter l'extension de * (et par suite de A) â l'espace 
des courants basiques. 

On peut montrer qu'on obtient, relativement au produit scalaire précé- 
dent, une décomposition de Hodge basique pour l'opérateur auto-adjoint 
A (voir |6j, [7j), i.e., une décomposition en sous-espace orthogonaux du 



où HF''' =kerA est de dimension finie (par abus de langage, on note 
encore A la restriction du laplacien basique â f2^''^(M/jF)). 
Soit oj G QP''^{M/ J^) et H{u) sa projection orthogonale sur H^''' ; consi- 
dérons l'opérateur de Green G : QP'1{M/J^) ^ QP'1{M/J^) (on rappelle 
que Gu est l'unique forme telle que Gu G Im A et AGu = u; — H{uj)). 

Comme dans le cas classique, 

uj = H{uj) + AG = H{uj) + dd*Guj + d*dGuj = H{uj) + dd*Gu + d*dGu 
et G commute aux différents opérateurs d, d, d, *. 

Dans ce qui suit, on veut établir qu'il existe une décomposition si- 
milaire pour T G C^''(M). Pour ce faire, on va utiliser qu'il existe une 
suite de formes basiques (m„) de bidegré {p, q) telle que la suite de cou- 
rant basiques (T„„) converge vers T (p]). En effet, soit (m„) une telle 
suite ; pour tout entier n , on a 

Puisque H^''^ est de dimension finie, il est clair que (Th^(„^)) converge 
vers Th{t) où H(T) G= IHP''^ est l'unique forme harmonique telle que 
pour tout h G T^"-?'"-?, on ait 




type 
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/ H{T)AhAx={T,hAx) 

J M 

Par suite, (Tag^^ = ^Îg„„) converge vers un courant basique T' . 
Nous affirmons que la suite de courants (7g„^ ) est convergente, auquel 
cas T' = AT" avec T" = Umn^+ooTc^^ e C^/^{M). Ceci se prouve 
aisément en invoquant le résultat suivant : 

Théorème 2.1 (|10|) Il existe un opérateur elliptique 

D : VL*{M) n*{M) 

préservant le degré (non nécessairement auto- adjoint) tel que D coïn- 
cide avec A en restriction à Q*{M/J^) et tel que la décomposition or- 
thogonale (donnée par la théorie classique) 

n*{M) =ker D® Im D* 

soit compatible avec celle de Vt*{M/!F); en d'autre termes, ker A C 
ker D et Im A <Z Im D*. 

Etabissons la convergence de Tq^^ ; pour tout v G Q^~^'^(M), on a 

{T^Gu„,*v) = {Tgu„,*D*v). 
Par ailleurs, pour tout h G Ker D, on a 

{TGu„,*h) = {TGu„,h) = 0, 

en conséquence de quoi {Tgu„) converge (faiblement) vers le courant 
T défini par 

(T", *D* *v) = limn-.+oo{TAGu„, *v), pour tout v G r]P+«(M) et 
(T", = 0, pour tout h G Ker D n nP+i{M). 

La série d'observations précédentes permet alors d'énoncer la 

Proposition 2.1 Soit {J^,g) un feuilletage kahlerien sur M com- 
pacte. Soit T un courant basique de bidegré {p, q) ; alors AT = si et 
seulement si T = Th où h E H^''^ et on hérite d'une décomposition en 
somme directe 

C'^/{M) = ker A® Im A. 
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L'opérateur de Green G : Cp'^{M) Cy^'^{M) associé a cette décom- 
position (défini similairement au précédent) commute à d,d,d,*. 

De plus, si T est d exact (i.e, il existe T' G C^j^'^^'^ {M) tel que dT' = 
T), on a alors 

T = 2dd*GT = 2d d*GT. 



Corollaire 2.1 Soit T G Cjr'^{M) d exact; alors T est dd exact; 
c'est-à-dire qu'il existe un courant T' G C^^''^^^{M) tel que 

T = ^f^ddT'. 

De plus, on peut choisir T' réel lorsque T G C^^{M) est réel. 
3. Preuve du théorème 1.1 

On rappelle que, par hypothèse, (JF, g) désigne un feuilletage trans- 
versalement kahlerien et homologiquement orientable dont la courbure 
de Ricci transverse p est cohomologue (dans f2*(M/jF)) à une (1,1) 
forme réelle basique quasi-négative k. Quitte à se placer sur un double 
revêtement, on peut également supposer que JF est orientable. 
Après résolution de l'équation de Monge- Ampère basique ([6]), on se 
ramène au cas où k = p. Un des points clés de la démonstration est 
certainement le lemme suivant qui est de nature purement locale : 

Lemme 3.1. ([H])- Soient U un ouvert connexe de C" muni d'une 
métrique kahlerienne g (non nécessairement complète) et Xi, Xi des 
champs de vecteurs holomorphes sur U commutant 2 à 2 tels que leur 
partie réelle Re{Xi), i = 1, soit un champ de Killing. 
On suppose de plus que les Xi,i = l,...,n forment une famille libre 
sur M mais sont méromorphiquement dépendants ; alors la courbure de 
Ricci p n'a de signe défini en aucun point de U. 

Supposons par l'absurde que C ne soit pas un faisceau d'algèbre semi- 
simples. Chaque germe d'algèbre Cm, m & M admet donc un radical 
résoluble R, m non trivial, lequel est unique. La collection des Rm défi- 
nit donc un faisceau localement d'algèbre de Lie résolubles. Similaire- 
ment, on peut considérer le sous- faisceau localement constant A dont 
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la fibre, en chaque point m, est la dernière algèbre dérivée non triviale. 
Par "complexification", on hérite alors d'un fasceau localement constant 
d'algèbres de Lie de champs de vecteurs holomorphes. Plus préci- 
sément, est engendrée sur C à partir des sections locales X — iJX 
où X est une section locale de ^ et J la structure complexe transverse. 
Remarquons que d :— DimcAc < DimK.A. 

Par évaluation des champs de vecteurs, on récupère un morphisme 
de faisceaux : 

qui induit un morphisme : 

d d d 

/\ ev : detAc = /\^c ^ /\ N'/ 

Compte-tenu du lemme 3.1 et de l'hypothèse p quasi-négatif", ce 
morphisme n'est pas trivial et on récupère par ce procédé une section 
holomorphe non nulle s du fibré E := f\ N^" O (detAc) ■ 

On peut donc trouver un recouvrement ouvert U — {Ui} de M de 
telle sorte qu'en restriction a chaque Ui, s soit représenté par une section 
holomorphe Sj de /\'^ telle que sur chaque intersection Ui fl Uj, 

OÙ (gij) est un cocycle multiplicatif localement constant. 

Soit Qd la métrique induite par g sur le fibré /\ N^^. Sur Ui fl Uj, on 

a 

gd{si,s^) = \gij\^gd{sj,s~). 

Par ailleurs, il est clair que pour tout indice i, ipi = \og{gd{si,'sî) G 
L]gJJJi) et ces fonction sont localement constantes sur les feuilles de 
J^[7..Par recollement, la collection des \/— î ddipi = (bien définis au 
sens de courants) produit un courant basique T de bidegré (1,1) d 
exact (en cohomologie basique). Il résulte alors du corollaire 2.1 que 

T = ^/^^^u 

où M G Cjr{M) est une distribution basique réelle. Sur tout ouvert U^, 
on obtient ainsi que 
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OÙ Hi est une fonction holomorphe basique (pour le feuilletage res- 
treint) ne s'annulant pas sur Ui. Il en résulte que pour tout i, 



Compte-tenu de ce qui précède, les ||-ffîSi|| se recollent sur les in- 



tersections en une fonction positive ^ telle que, suivant la formule de 
Weintzenbôck, on ait 



Remarque 3.1 : Les mêmes démonstrations et la conclusion du 
théorème 1.1 conclusions restent valides en remplaçant C par n'importe 
quel faisceau localement constant de champs de killing transverses qui 
sont des parties réelles de champs basiques holomorphes locaux. 

4. Feuilletages à classe canonique numériquement 

triviale 



Dans cette section, on désignera par T un feuilletage holomorphe 
régulier sur une variété (M, g) kahleriene compacte de dimension com- 
plexe m qui satisfait une partie des hypothèses du théorème 1.1, â savoir 

est à classe canonique numériquement triviale, i.e, Ci{Tj:) = ; on 
supposera en revanche la classe anticanonique Ci(M) représentée par 
une (1, 1) forme fermée rj seulement semi-négative (et à priori non ba- 
sique). 

4.1 Preuve du théorème 1.3 

Elle résulte de la série d'observations suivantes. 

Lemme 4.1 // existe sur M une métrique kahlerienne pour laquelle le 
feuilletage (plus exactement lefibréTjr) est parallèle. En particulier, 
T] est une forme basique de T . 



-^i^i riij-tl jS j 

OÙ les hij sont localement constants de module 1. 




□ 



Preuve-. Suivant le fameux théorème de Yau ([IBJ), on peut munir M 
d'une métrique kahlerienne dont la courbure de Ricci est précisément 
rj. Par hypothèse, il existe une section holomorphe non triviale du fibré 
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en droites /y™ Tjr ^ E où E est un certain fibré plat. Le lemme résulte 
alors du principe de Bochner tel qu'il est par exemple utlilisé dans la 
section précédente (voir aussi [H]). □ 

Notons dorénavant par g la métrique ainsi produite. On hérite par 
parallélisme d'une décomposition orthogonale et holomorphe du fibré 
tangent de M : 

TM = Tr® Tr^ 

où Tjr'^ = Tg est le fibré tangent d'un feuilletage holomorphe Q égale- 
ment parallèle. 

Ce scindage, de nature infinitésimale, donne lieu par le théorème de 
de Rham a une décomposition du revêtement universel M en produit 
kahlerien pour la métrique relevée h = hi® h2 : 

M = {V,h) X {V^,h2). 

Par construction, la métrique hi est Ricci plate, ce qui va permettre 
de préciser la structure de V. 

Lemme 4.2 La variété V se scinde (holomorphiquement et isomé- 
triquement) sous la forme C'' x N où N est une variété de Calabi-Yau. 

La démonstration de ce lemme suit celle qui est présentée dans [16] ; 
nous la reproduisons par commodité pour le lecteur. 

Elle repose notamment sur le résultat suivant de Cheeger et Gromoll. 

Théorème 4.1 ([4]) 

Soit M une variété lisse simplement connexe admettant une métrique 
riemannienne complète de courbure de Ricci positive ou nulle; alors 
M se décompose isométriquement sous la forme M.^ x N où N est une 
variété ne contenant pas de droite géodésique. 

Rappelons qu'une droite géodésique est une géodésique 

7 :] — cxD, +cxd[-^ m 
telle qu'à chaque instant t,t' G M, le segment ■J\it,t'] soit minimal. 

Preuve du lemme 4-2-. Puisque la décomposition de De Rham d'une 
variété kâhlerienne coïncide avec celle de la variété réelle sous-jascente, 
on obtient que V se scinde holomorphiquement et isométriquement sous 
la forme C'- x N. 
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Par construction, le groupe fondamental de M agit diagonalement 
par isométries sur le produit M = C' x x V^. Il reste à prouver 
que N est compacte ; supposons par l'absurde que ce ne soit pas le cas. 
La contradiction recherchée résulte alors de l'argument suivant repris 
Verbatim à Cheeger et Gromoll (loc.cit). Soit K un domaine fondamen- 
tal pour l'action de 7ri(M) sur M. C'est un compact et sa projection 
p{K) sur est donc un compact dont l'orbite par p(7ri(M)) est 
toute entière. Puisque N est supposée non compacte, il existe en un 
point p G p{K) un rayon géodésique 7 : [0, oo[-^ V{i.e une demi-droite 
géodésique) tel que 7(0) = p E p{K). Soit Çn une suite d'isométries 
de p(7ri(M)) telle que gnijin)) = pn & p{K). La géodésique 7„ de 
définie par 7n(0) = pn et 7„ (0) = dgni^ iji)) est donc un rayon géo- 
désique en restriction à [—n,oo[. Par compacité, on peut extraire une 
sous-suite Ui de sorte que p„. et 7^^ (0) convergent respectivement vers 
Pq e p{K) et Vq g Tp^{N). Par suite, la géodésique passant en po à la 
vitesse v est une droite géodésique. □ 

Lemme 4.3 Supposons de plus que les feuilles de T sont fermées, 
alors il existe un revêtement holomorphe fini de M tel que le feuilletage 
puU-back soit une fibration holomorphe localement triviale. 

Preuve du lemme 4- 3-- Le groupe fondamental vri(M) agit sur M = 
C'' X N X V-^. diagonalement par isométries biholomorphes. Quitte 
à substituer à M un revêtement fini, on peut supposer que 7ri(M) 
agit trivialement sur le facteur Calabi-Yau A^ (car son groupe d'iso- 
métries est fini (|3])). Le lemme 4.3 sera établi si l'on arrive à extraire 
de 7ri(M) un sous groupe d'indice fini dont l'image par la projection 
p : 7ri(M) ^ V -L est sans torsion. Cela s'effectue en suivant pas à pas 
le raisonnement mené dans [17], p. 279. □. 

D'après ce qui précède, le théorème 1.3 sera démontré une fois acquis 

le 

Lemme 4.4 Supposons que Ci(M) soit représentée par une forme 
quasi-négative ; alors l'action de vri(M) sur est discrète. 

Puisque le groupe des isométries de A^ est fini ([3]), on est ramené à 
considérer un groupe H dont l'action est libre, discrète, diagonale, co- 
compacte et isométrique sur le produit C' x . Il reste à voir que cette 
action reste discrète sur le second facteur, auquel cas chaque feuille de 
T sera fermée., ce qui achèvera la preuve du théorème 1.3. 
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Preuve du lemme 4-4-- Puisque l'action du groupe fondamental est 
diagonale, on récupère un morphisme p de vri(M) vers le groupe de Lie 
Isomiy-^) des isométries holomorphes de V^. Soit G la composante 
neutre de l'adhérence de p{7ii{M) dans Isom(y^) et g son algèbre de 
lie. Suivant un résultat dû à Eberlein, ([5j), g est résoluble ; elle est par 
ailleurs semi-simple compte tenu du théorème l.lQ.Par suite, q = {0} 
et le lemme est démontré. □ 

Preuve du corollaire On peut supposer (lemme 4.3) que est 
une fibration localement triviale. D'après [I5], la base V de cette fi- 
bration est de type général D'autre part, les fibres sont à première 
classe Chern nulle et ceci implique qu'il exite un entier n non nul tel 
que Kf:"^ soit trivial. Le corollaire résulte alors simplement du fait que 
Km' = n*Kv ® K^. □ 

4.2 Preuve du théorème 1.4 

Examinons d'abord le cas où le feuilletage en question est donnée 
par une action localement libre d'un groupe de Lie complexe G ; le 
théorème 1.4 est une conséquence directe, sans hypothèse sur la codi- 
mension, d'un résultat démontré idépendamment par Lieberman et Fu- 
jiki. Ce résultat stipule que la composante connexe Auto{M) du groupe 
des automorphismes d'une variété kâhlerienne compacte M jouit des 
mêmes propriétés qu'un groupe algébrique ; en particulier, le feuilletage 
holomorphe G (peut- être singulier) d éfini par les orbites de Auto{M) 
(où celles de l'adhérence de Zariski de G) est à feuilles fermées (dans 
le complémentaire du lieu singulier éventuel). En courbure de Ricci 
semi-négative, tout champ de vecteur holomorphe est de plus parallèle 
d'après le principe de Bochner. Ceci nous assure que G est défini par 
une action localement libre et qu'en particulier ci{TG) = 0. 

Le théorème 1.4 a déjà été établi lorsque Ci(M) est de rang maximal 
n =codimJF quelque part {G = J-' convient) et le seul cas consistant à 
traiter est évidemment n = 2. 

Soit G la composante neutre de p{tti{M) dont on rappelle que l'al- 
gèbre de Lie g est résoluble. Les conclusions du théorème sont bien sur 
vérifiées si celle-ci est triviale. On supposera donc que ce n'est pas le 
cas. 



On peut le déduire plus simplement du principe de Bochner usuel (cf.[17j) mais 
il nous a semblé intéressant d'établir un résultat plus général 
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Désignons par 1) sa dernière algèbre de Lie dérivée non triviale ; elle 
est globalement 7ri(M invariante et admet pour base p champs de 
Killing chaque Vi étant la partie réelle d'un champ de vec- 

teur holomorphe Xi sur V-^. Par définition de i), les champs Vi, et par 
suite les champs Xj commutent deux à deux. Notons p' la dimension 
complexe de l'algèbre de Lie [)c engendrée sur C par les X^. Il est clair 
que p' < p. 

Supposons d'abord que Xi A X2 7^ 0. On en déduit aisément, par 
abélianité, que {Xi,X2} forme une base de t)c- 
On a dautre part une représentation 

7ri(M) ^ G'L(ï)c) 

qui donne donc lieu à un fibré holomorphe plat de rang 2 sur la variété 
M. On récupère par ce procédé une section non triviale s du fibré 
f\^TM ® E . Par les techniques de Bochner déjà mentionnées, 
s est parallèle et ne s'annule donc pas ; en conséquence de quoi on a 
Cl (M) = et le théorème 1.4 est montré ( Ç est ici de codimension 
nulle !). 

Similairement, on peut construire sous l'hypothèse p' = 1 un feuille- 
tage Q de codimension 1 satisfaisant les conclusions du théorème 1.4.. 

Il reste donc à considérer le cas p > 2 avec Xi A Xj — pour 
tout couple d'indices Quitte à renuméroter les indices, on peut 

supposer que Xi, ....,Xp' forment une base de [)c- 

Soit m G tel que Xi{m) 7^ et (^i, Z2) un système de coordonnées 
holomorphes locales en m 

x, = ± 

dzi 

On a alors 

d 

Xi = a,(2;2),— i = 2,...,p', 

Qi holomorphes non constantes. 

En exploitant le fait que les Vk,k = 1, ...,p' sont de Killing pour la 
métrique kâlherienne 

^ ^ Çijdzi (g) dz], 

on obtient facilement que {(1^. — 0^)011 est constant pour tout k. Il en 
résulte que p' = 2 et que le champ de bivecteur Re Xi A Re X2 est 
de norme constante non nulle. Par suite, Re Xi et Re X2 sont les 
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générateurs d'un feuilletage holomorphe Q sur V défini localement 
par l'équation {dz2 = 0}. Notons que Q est hermitien, car déterminé 
par l'action de champs de Killing (la métrique transverse invariante est 

celle induite sur TQ par h2). Ce feuilletage est invariant sous l'action 
de p(7ri(M), vu que f) l'est. De ces quelques remarques, il résulte que 
le feuilletage p*{G) se redescend sur M en un feuilletage G holomorphe 
de codimension 1 complexe hermitien (et donc kahlerien). 

Lemme 4.5 Les feuilles de G sont fermées 

Preuve-. Supposons par l'absurde que ce n'est pas le cas. Soit {Xi, X2 = 
fXi} une base de f)c D'après ce qui précède, on a X2 == fXi où / est 
une fonction holomorphe dont la partie imaginaire ne s'annule pas et 
telle que Xi{f) = 0. Pour tout g G p(7ri(M)), il existe manifestement 
une matrice 

telle que 

(g^Xi = aXi + 6X2 
\g*X2 = cXi + dX2 

Par suite, la (1, 1) forme se redescend sur M en une 

métrique (éventuellement dégénérée) transverse à G et invariante par 
holonomie définie par une (1,1) forme rj. Le lieu des zéros de rj est une 
union finie d'hypersurfaces IJ!=i invariantes par G- Cette forme rj 
permet de munir le fibré normal Nç d'une métrique (éventuellement 
singulière) dont la forme de courbure ^ est telle que 

i 

i=l 

OU les Ui sont des entiers positifs ou nuls et le symbole désigne le 
courant d'intgration le long de Hi. La classe ci{N*G) est donc pseudo- 
effective non triviale (i.e représentée par un courant positif fermé non 
réduit â zéro) et si l'on reprend l'analyse menée dans p5], ceci montre 
que G est en fait minimal ; en particulier, rij = pour tout i = 1, 
Par suite, rj est une métrique lisse â courbure constante négative. Soit 
f)' 3 [) l'idéal de q constitué des champs tangents à G ; l'algèbre de lie 
résoluble g/f)' se redescend via vr : M — > M en un faisceau localement 
constant d'algèbre de lie de champs de killing transverses â G. Ce fais- 
ceau est en fait réduit â zéro d'après la remarque 2.3 et les feuilles de 
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G sont donc bien fermées. □ 

Ainsi, Ç est une fibration holomorphe au-dessus d'une surface de 
Riemann ; qui plus est, la description de l'algèbre de Lie f)c nous permet 
d'affirmer que pour toute feuille C, on a 

c,{Kn\c) = 0. 

Il existe par suite un entier naturel l tel que Kg^^ soit holomorphi- 
quement trivial ; il est en effet facile d'en extraire une section s vérifiant 
par exemple pour toute feuille C 

ou 6 est une forme de kahler fixée sur M. 
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